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Aula passada...

Vimos como resolver sistemas de equacoes lineares

utilizando 3 métodos:
As)
Cramer 2. = L__.
A Y
Eliminagdo de Gauss
Eliminagdo de Gauss-Jordan
rﬂf;‘x:’ ‘tapx;tapzxzt+.. . tap,x,= b
ar» X> + ad»>3z X3 +%. . . T dxp Xn — bg
_ Xn — bn /am.r ' Apn Xpn = b”

xi= (bi-X L aix) Jai s i=-1), (n-2), .. 1.



E hoje?
I

11 Processo de correcdo residual

1 Método de decomposicdo LU



Processo de Correcdo Residual

“O processo de corregdo residual consiste em fazer
um tratamento na solucdo aproximada de modo
que o resto r = b — Ax torne-se tdo pequeno
quanto possivel.”

Seja o sistema: Ax = b
X representa a solugdo exata do sistema:
.
X = (xt‘)nx;’s ... 1xn)

“Devido aos arredondamentos, entre outros erros,
temos solugoes aproximadas representadas por:

ay iy 1y (o T
X =(x” !x-" !‘"‘!x" )



Processo de Correcdo Residual

“Considere () yuma corregdo residual para x (0
Temos x = x(9) + ¢(0)

E temos que: A(x(o) +eO)y=p

Portanto: A e(® = b — Ax(®

Chamando 7@ = b — Ax©), temos: Ae(®) = r(0)

Resolvendo esse novo sistema obtém-se uma solugdo
aproximada &(®

Nova aproximacéio de x: x(1) = x(0)+ &(0)



Processo de Correcdo Residual

Porém, em razdo das aproximagoes numéricas na

solugcdo de Ae® = (0 a0 hgo satisfaz a 46(0) =
(0)
r~-.

Existe um erro e(D) = (0 — 8(0) 5y (0 = a(0) (1)
Logo: A[6(® 4+ eM] = r(® = e = (0 — 4a(0)
Fazendo r(® — 480 = +() temos: Ae@® = (1)
e(Mg q solucdo aproximada de Ae® = @

Nova aproximacédo de x: x(&) = x(® 4 a(0) 4 a(l)

E assim sucessivamente...



Processo de Correcdo Residual
—

1 O processo de refinamento pode ser repetido

calculando-se x(z), x(B), x(4), ... para o erro ir se
tornando cada vez menor.



Método de Decomposi¢cdo LU

Seja o sistema Ax = b
No Método de Decomposicdo LU a matriz A é
decomposta em duas matrizes L e U.

L: matriz triangular inferior

U: matriz triangular superior com os elementos da
diagonal principal iguais a 1.

Logo, LUx = b.
OQulUx =y &Ly =h.



Exemplo
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Exemplo
N

Py
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0 x' +'l2.- - _--2:9/' =) tl-- - ‘?‘9/

-2,:8/S = z = .g/;"' 2'?/5 ;‘x':--ks

0 Logo, x,= -21/5 e x,=-29/10



Pergunta:
—r

Como calcular as matrizes L e U?



Representagdo de L & U

]

f’l 0 0 W 1 u THR

" 12 -+ Uy,

0O I ...u,,

121 122. 0 v=|. 2

L =
0O 0 ...1
J
k\!n] n2 znn) b

0 “A decomposi¢cdio A = LU existird e serd Unica se as
condi¢cdes do Teorema 3.1 forem satisfeitas.”



Teorema 3.1

Teorema 3.1

Uma matriz de numeros reais, A, de ordem n x n

tem uma decomposicao LU sedet(A(1:k, 1:k)) =0 para
k=1,2,...,n. Se adecomposicao LU existe e A é ndo singu-
lar (admite inversa), entdo a decomposicdo LU é unica e

det (A) =1, xl>»>x...x1I,, .

det (A(1:k 1:k)) =0

djy dj2
d d

=0 .- A #0

lany| =0, = 0

1 A demonstragdo deste teorema pode ser vista em [4].



Obtendo L e U

1 Como calculamos o produto de duas matrizes?

QL& = z p'l:#-ukj

K =l

1 Exemplo 3x3

-1 =

Lkl & -—-.ﬂu 0 O 4 Uz Vs
Rll 2'11.. O 0 1 Uzg
L)q's"l 23-1 erﬂ . ..----'{:\I 0 1




LU - £4 0 O N Up Ve
Obtendo Le U o ol [" | ¥
5 231 eg; 0 o0

Q= L, >y & Qigx Uy «ligxts = £ 40 x Ua,

A, > Ly x Ug + € Hrn +lg -y = U,

Higs Qn xUyy + Riow Uys + Qg xUsg= £y 413

Opy = Qo x Uy + Raax Yz + Rogxw, 'Q-z' i

Q35,2 Qo Ky, Ly xUny #4823 xU3q = QZ: q‘a_l_ Qu_

Az = Qa0 Uis #loa Uy + 0,5 x Uss = /Qz,l'f,_;i*fg,_blz,g,

g el Wity 5 hssi B oy

Qyn U, U, + L5 ar +Uyg n gy = Dol +E22

Q33+ gy Uig + CgaUas +E3$ x Uzq = Qa;ufﬁ + Paz.”z-s*‘ﬂaa



Obtendo L e U

T e
0 Passo 1: Se j=1, min{i, j}=1
1
a‘,‘d - Z ﬂf;ﬂ b{"x‘l - v ”..’1
k=1
ﬂ.“ = f‘(q x Uy, = E{F? - qﬂ

1 Os elementos da 1 coluna de L sdo iguais aos da 1°
coluna de A.



LU - £4 0 O N Up UI!FI
Passo 1 e
w 23, U 2 @ 3

Qn = 'eu » Uy + Cip x Yo e t{"r
= “ {‘{

‘qn, » Qn X u.L + E,q_ l‘{tL +€I5 ""I‘LJL 12

a‘[?:: Qh XUy + !QILF Uys 4+ Q[g 1%33= «en; A3

14

21 L{IZ_ + Q’u_

Q;a 2 QR'. b[{a -PE'LZ.L(.M ""'6-.13 al Df,_gg, s ’Qlfqu*ﬂfa?.u&?:

a':!l = er "‘LM + Q?,LU[-;,. -I-Er,g;, X’[’{Sr n

a;g_,."-‘». Q3" [L'z. 4"232{ HE.L +.Q’53 X ”32__ = Qafufz_ J_QE'Z-
‘q33: Qi: Uis + ng_uz.'s +E33 x dgs = Q_g;ufs + Psf,.uz.ﬁ"‘/qaa

all - Rzr' x{'{u s E'J.L‘F uz.l <+ Q’E.s)‘”'m

Qaa= Lo Ye Lo xUsy +Lag x U3 = !




Obtendo L e U

Passo 2: Se i=1, min{i, {}=1

1
ﬂ.b;l: Z £1|g“{¢{i = Ed{ I'{'IJ =2 a’\lét Q_dl L{‘l:l‘ —] [/{-.‘J: ﬁu
k=l 'E'”

Os elementos da primeira linha de U sdo a razdo dos
elementos da primeira linha de A por |,;.



Ll & Lﬂu 0 © ] |:4 U Uup‘
0o 2'11.. 0] O 1 U,
Passo 2 | 8 By

Ql‘l = E"H > “ﬂ o ?]Lx L’qu kﬁlsﬁqﬁj - th'g I'JL”

a!'L :'EH X um + elq__ q‘!.‘L +EIS ""u"JL = Q'
a.[?,: Ql,l, ?"443 <+ (QI‘LF Uyz 4+ QI‘S ,xq,33= £|

0(3,1 - RL‘ xull + E'.'LL.F uz" * Q'-z}xqu - ’Q'Z' %44

Q342 Q-l: Uy, Lo xUyy +4La3 xWUzq = Q?_: qlz_"‘ Q'z.z.

@3 = ?-3! Wi + R;.-a.. W, +-Q'.35 X'a-% = MS,”H

a;i—-"\- E3I a'l + ‘egz, H?-.L +Q55 x HSL = Q:_“u,z_ "-232..

Q33+ gy Uig + CgaUas +E33 x Uzq = ﬂaufs + J?sz.'-*z.s'f‘ﬂaa




Obtendo L e U

Passo 3: Se =2, i=j=2 , min{i, j}=2
2
Q":L: 2 EL‘k uk{_} = E.;g Uy + Qh Ua g
k=1

ull."*] = E\.‘L: a’l:'].." Em u

Iz

Definimos a segunda coluna de L
a.,:conhecido, pois é elemento de A
|.,:conhecido, pois é elemento da primeira coluna de L

u, ,:conhecido, pois & elemento da primeira linha de U
(passo 2)



LU - £4 0 O N Up UI!FI
Passo 3 ool | PRy

Ql‘l = E"H > “ﬂ o ?]Lx L’qu kﬁlsﬁqﬁj - th'g I'JL”
a!'.l, “RH X um + EH_ Yae 'I"EIS “ler. = QH L{;;._

a'[?:: Qh ?"'Lt; ol fQILF Uy + Ql's Xq-33= ‘e'r Ays
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Q35,2 Q-l: Uy, Lo xUyy +4La3 xWUzq = Q?_: q‘a

A3 = Qm U¢s #las oy + € a3 x Uss = fz,l'f,_;*"fa,_blz,g,

Qs = Q:n Wy + 'Q;.m"{m +Q'35 x U3, *ﬂg,un

Ay~ Oy U, + L3y Yo +Ugg x Uy, = /Qafu'z‘

Q33+ gy Uig + CgaUas +E33 x Uzq = ﬂaufs + J?sz.'-*z.s'f‘ﬂaa




Obtendo L e U

Passo 4: se i=2, {>i=2 ; min{i, j}=2

, 2
. 2 bog g = E.Lr“'j'* ?u Ua;
k=1

i (o - baa) fp,

Definimos a segunda linha de U

a,: conhecido, pois vem da matriz A
|,,: conhecido do passo anterior

u;;: conhecido do passo 2

l,: conhecido do passo anterior



L & Lﬂu O © ] |:4 U,y UI!—I
Ql-l 2'11.. 0] Y 1 U,
Passo 4 ol | PR Ry

Ay = E.,., gy 4= Dgg e W #RigxUs, = th Uy,

A, > Ly x Ug + € Hrn +lg -y = U,

Higs Qn XUy + Riax oz & Gigxthsy= £y Las

By = Qo xUy + Raax Yo + agxey = QL U

Qo= Lo oy Flanxtha #8a3 xlsa = (54, 40,

Aoz = o Uss s oMy + 095 x Uss = fz,bf,_;-kf

Qs = ?-3! Uy + R;-:.. u,, +Lss vl = Ms,un

Ay Ly U, + Lo Waz, 4:lgs willyy = Yz +43,

Q33+ gy Uig + CgaUas +E3$ x Uzq = Qa;ufﬁ + J?Sz.”z-'s'f‘ﬂaa



LU = L4 0 © N U Uu-l
Passo 5 | P by

G = Loty & Xg5x Wn #Risxts = Q4 x Uy,

A, > Ly x Ug + € Hrn +lg -y = U,

Higs Qn xUyy + Riow Uys + Qg xUsg= £y 413

Opy = Qo x Uy + Raax Yo + Rppxwey /Q-z' i

Q35,2 Q-l: Uy, Lo xUyy +La3 xWUzq = Q?_r q‘a_l_ Qu_
A23 = Qa0 Uss #las oy + € a3 x Uss = /Qz,l'f,_;-i*fg,_'vlz,g,
g el ¥ it 5B &l iy

a;i—-"\- E3I a'l + ‘egz, H?-.L +Q55 x HSL = Q:_“u,z_ "-232..
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Obtendo L e U

1 Generalizando...

71—1
lij = a;j — E lLiktri,t > J
=1

2—1
Uij = | Qij — E Likurs | /lic 1<y
k=1

= Na seguinte ordem: |;;, u;: |5 Uy




Exemplo 3.4

Exemplo 3.4 - Reconsideremos o seguinte sistema de equa-
cOes lineares apresentado no Exemplo 3.2 . Resolvé-lo usando o
método de decomposi¢cdo 4 = LU.

(5x, + 2x, + 1lx, = 8
+13x, + 6x, - 2x, = T
2x, - 4x, + 10 x; = 8

Inicialmente faremos a decomposi¢do da matriz dos coefici-
entes do sistema (matriz 4) nas matrizes L e U.

(5 2 1)
A= 13 6 -2
2 —4 10

\ J



Exemplo 3.4
I

1 19 coluna de L
L= Q=S ) Lo = Q5,23 sy =23 =2£

gﬂn
L"—'-Is o]
2

= 19 linha de U
Al gy B ﬁu/£4‘ :3/5 ! /b(..13= qf.?/'e” = %

A s s
U= [w 1
o o 1



Exemplo 3.4

1 2° coluna de L

f.q_—,,: &.Zz-f._,_lau & 6."3#_%;% % B @_H
5 5 = | 3ay g
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5 3 e =
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Uiz (Qas = Loy My,
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" o 1 s
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S /%% {a, 7




Exemplo 3.4
I

1 3° coluna de L

9433 > Bay iy g - 3ty

=AN0- 24 - C "2'{"/5) "'(“ts/.zo = L

5

—
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Exemplo 3.4
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Comentdrio sobre o método:

“Este método é particularmente muito importante
quando o usudrio tem muitos sistemas de equagoes
lineares com os mesmos coeficientes das varidveis,
mudando apenas os valores do vetor independente.
Isto se deve ao fato de que ndo é necessdrio
repetir a decomposicdo LU jd realizada.”



Exercicio
I

-1 Resolva o seguinte sistema utilizando o método de
decomposicdo LU

5x; + 6x> + 12x3=-1
2X; - 3x>=-1

4x; + x> -x3= 6.
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